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1. Un peu de géométrie riemannienne

Métriques riemanniennes

Une forme différentielle quadratique ¢ sur un ouvert U de R™ est une ap-
plication C'*° de U dans l'espace vectoriel des formes quadratiques sur R"™.
Ainsi pour chaque z € U, on a une forme quadratique ¢, a coefficients C'°.
Plutot que d’écrire
¢:(X) =Y q; X' X9, pour X = (X*,---, X7) € R", on écrira

1<j

qx = Z%‘jdﬂﬁidﬂﬁj
i<j

en utilisant la notatiuon différentielle dz'(X) = X".

Une métrique riemannienne sur U est une forme différentielle quadratique
g telle que g, soit définie positive pour tout x € U.

Ainsi /g, définit une norme qui dépend de . La longueur d'une courbe C !
par morceaux 7 : [0,1] — U est par définition

uw:/uwwﬁ,

avec ||/ ()] = /g2 (V' (), 7 (1))
On définit alors une distance sur U en posant, pour P,Q € U,

d(P,Q) = nf L(7),

ou la borne inférieure est considérée sur I’ensemble des courbes joignant P

et Q.

Exercice : Montrer que d définit bien une distance et que la topologie as-
sociée a d est bien la topologie usuelle de U.

On appelle variété riemannienne (M, g) toute variété différentiable M munie
d’une métrique riemannienne g.
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Espaces Tangents

Soient U un ouvert de R, p € U et (z!,--- ,z™) un systémes de coordonnées

sur U.

L’espace tangent a U au point p, noté T,U, est l'espace vectoriel {p} x E,
N . . . , bi) 9 NI

ou E est l’esp.ace Vecto.rlel de chrgensmn n engendré pa.r BT B ou 37

désigne la dérivée partielle au point p de la 7-eme application composante.

Posons TU = |JT,U =U x E.

pelU
Ainsi (p,v) €e TU & peUetvel,U.

Soit 7 : (p,v) € TU — p e U.

Le couple (TU, ) est appelé fibré tangent a U ; TU et U sont resp. appelés
les espaces total et de base du fibré tangent, et 'application 7 la projection
canonique de 'espace total sur la base.

On appelle champ de vecteurs sur U ou section du fibré tangent, toute ap-
plication X : U — TU telle que , pour tout p € U, X, = X(p) € T,U. On
note par abus X € TU.

On définit la somme de deux champs de vecteurs et le produit d’'un champ
de vecteurs par une fonction (sur U) en posant :

(X +Y)(p)=X(p) +Y(p) et (¢X)(p) = o(p)X(p) .

Soient U un ouvert de R™, U" un ouvert de R™ et p € U.

A toute application f : U — U’, on associe une application linéaire, appelée
application linéaire tangente de f au point p, df (p) : T,U — Ty, U’, définie
en coordonnées locales (z%) sur U et (y7) sur U’ par :

OfI 0 -0
U)) = S0 ) oo = g

1,J

On peut donc associer a f I'application linéaire tangente df : TU — TU’
définie par :

df (p,v) = df (p)(v) ou encore df (X)(f(p)) := df (p)(X))

Soit ¢ : U — R une fonction C* sur U (on note ¢ € C*°(U) et X un champ
de vecteurs sur U. On définit une action de X sur ¢ en posant

Xo(p) = do(p)(X,), VpeU.
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Cette action permet d’interpréter les champs de vecteurs comme des dérivations
sur les fonctions C'°.

Crochet de Lie des champs de vecteurs

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur U. on appelle le crochet de
Lie de X et Y, noté [X, Y], le champ de vecteurs défini pour toute fonction
¢ € C>*(U) par

(X, Y](f) = X(Y(9)) - Y(X(9)) .

En coordonnées locales (z') sur U

GY aX tof
Z Z oxi 8xj )Gx"

Remarque

- Si g est une métrique riemannienne sur U ; X et Y des champs de vecteurs
sur U, on pose : ¢(X,Y)(p) = g, (X,,Y,).

En coordonnées locales (z°) sur U, on a

g(X,Y)( XJ:QZJX’Y] , avec X = X:XZi et Y = ZY]@?:J :

- La norme d’un champ de vecteurs X s’écrit
1X1I(p) = Vg(X, X)(p) -

-Si f: M — N est une immersion entre les ouverts U C R™ et U’ C R™,
et si gy est une métrique riemannienne sur U’, on définit une métrique
riemanienne sur U , notée f*gy,, en posant

[T 9u(X,Y) = gu (df (X)), df (V) .

Cette métrique est appelée métrique induite par f sur U.

Exemples

1. Le produit scalaire provenant de la distance eucldienne définie une métrique
riemannienne sur R".

2. Soit S™ la sphere unité de R™™!. Considérons 'application f : S® — R"
définie par f({]jl, T n+1) (1 g;i+1 ) 1_??#1)7 pour " 7& 0.
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L’application f est une immersion de S™ sur R” et induit sur 5™ une métrique
riemannienne g a partir de la métrique euclidienne sur R”, appelée métrique
canonique sur S™.

En coordonnées locales la métrique canonique sur S™ s’écrit :

4
gij(y) = Wéij )

ou ||y|| désigne la norme euclidienne de y et d;; les symboles de Kronecker.

[’espace tangent en un point x € S™ est constituté par les vecteurs de R"+?
qui sont orthogonaux (au sens usuel) a x.

Connexion de Levi-Civita

Soit U un ouvert de R”. Une connexion sur U est un opérateur V qui a deux
champs de vecteurs X et Y sur U associe un troisieme champ de vecteurs,
noté VxY, tel que

- Vox4sxnY = AVxY + BV x Y avec A et 3 des fonctions sur U.
-Vx(Y+2)=VxY +VxZ

-Vx(¢Y) = oVxY + (dp(X))Y, ou ¢ est une fonction sur U (regle de Leib-

niz pour les dérivations).

Proposition

Soit g une métrique riemannienne sur U. Il existe une unique connexion V
sur U telle que

- V est sans torsion : T'(X,Y) :=VxY -Vy X - [X,Y]=0, VX, Y € TU.
- V est compatible avec la métrique g :
XgY,2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ), VXY, Z €TU.

Cette unique connexion est appelée la connexion de Levi-Civita et est définie
par la relation
() 29(VxY,Z) = Xg(y,Z)+Y.g(X,Z) - Zg(X,Y)
+ g([Xa Y]> Z) - g([X> Z]a Y) - g([Y7 Z]a X)

Exercice : Montrer que la relation (x) définit bien une connexion sur U qui
est sans torsion et compatible avec la métrique g.
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Une connexion permet de comparer les vecteurs en deux points différents;
mais la comparaison dépend du chemin suivi; d’ou la notion de coubure que
nous définirons plus loin.

Coefficients de Christoffel

Soient (z') un systeme de coordonnées sur U et V une coonexion sur U.
Il existe des fonctions coefficients Ffj définies sur U telles que

a k a . .
Vi gw ~ 2 uggr V0

Ces Ffj sont symétriques en i et j et sont appelées les coefficients de Christof-

fel de la connexion V.

Si X = ZX ¢ 8@,- et Y = ZYj% sont deux champs de vecteurs sur U, alors
7 (2

OY7 Coa O
_ i k TYIY_
Vil = (X T XX
Dans le cas ou V est la connexion de Levi-Civita déterminée par une métrique
riemannienne g sur U, on a

1 0gj1 09 0gij
koL g1, 99; _09Gi5
= 2g (8xi + oxJ ('%l)

Les coeflicients de Christoffel déterminent entierement la connexion.

Courbures

C’est une notion fondamentale en géométrie riemannienne.
Soient g une métrique riemannienne sur U, V la connexion de Levi-Civita de
get XY, Z des champs de vecteurs sur U. On pose

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) = Vy(VxZ) - Vixv)Z

En un point z € U, la valeur de ce champ de vecteurs ne dépend que des
valeurs des champs X,Y, Z en .
Pour XY, Z W € TU, on pose

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)
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On définit ainsi un 4-tenseur sur TU appelé tenseur de courbure de Riemann.
Il est antisymétrique en X, Y et en Z, W, et symétrique en (X,Y) et (Z, W).

Soit m € U. Si X,Y € T,,U sont linéairement indépendant, on définit
la courbure sectionnelle du plan P déterminé par X et Y par
R(X,Y, X,Y)
o(X,Y) = — )
[ XTIV = (9(X,Y))?

La quantité o(X,Y) dépend seulement de P et non de la base de P choisie,
et pourrait étre notée o(P).

On appelle courbure sectionnelle de (U, g), la fonction qui & tout plan

P C T,,U associe sa courbure sectionnelle o(P).

Il est clair que le tenseur de courbure détermine la courbure sectionnelle.
Réciproquement la courbure sectionnelle détermine aussi le tenseur de cour-
bure.

Dans le cas ou la courbure sectionnelle est constante et égale a k, on a la
relation :

R(X,KZ, W) = k[g(Xv Z)g(Y> W) - g(Xv W)g(Y> Z)] )

la dépendance par rapport au point m € U étant toujours sous-entendue.

Exemples

- L’espace euclidien R™ a une courbure sectionelle nulle. On dit que c¢’est un
espace plat (ou une variété plate) .

La sphere munie da le métrique canonique a une courbure sectionnelle con-
stante et égale a 1.

Géodésiques

C’est une généralisation de la notion de droites.

Soit v : I — U une courbe réguliere sur U. Pour tout ¢t € I, 7/(t) € T,)U.
On dira qu’un champ de vecteurs X € TU est parallele le long de la courbe
v, relativement a une connexion V, si

Vtel , V,yr(t)X<’y(t)) =0.

Et la courbe v est appelée une géodésique sur U, relativement a la connexion
V, si
V,y/(t)’yl(t) =0,Vtel.
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On traduit cette égalité en disant que vy est auto-parallele.

Proposition
Soient p € U et v € T,U.
Il existe une unique géodésique v : Ry — U telle que v(0) = p et 4/(0) = v.

Preuve : Théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Si V est la connexion de Levi-Civita, alors les équations des géodésiques
s’écrivent en coordonnées locales

) + DLy ()Y () =0, VieTetVk=1,---,n,

ou v : I — U est une courbe réguliere sur U. Les notations ¥ et 7 désignent
les dérivées premieres et secondes de v par rapport a t.

Les géodésiques sont en fait les points critiques de la fonctionnelle qui a
toute courbe associe sa longueur. Ainsi toutes les courbes minimisant cette
fonctionnelle sont des géodésiques.

Exemples
- Les géodésiques de I'espace euclidien R™ sont les droites.
- Les géodésiques de la sphere canonique sont les grands cercles.
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2. Géométrie hyperbolique plane

On appelle géométrie hyperbolique une géométrie dans laquelle on a remplacé
I’axiome d’Euclide par un autre axiome : I'existence de plusieurs droites pas-
sant par un point extérieur a une autre droite donnée et ne coupant pas
celle-ci.

Nous étudierons dans ce qui suit quelques modeles de plan hyperbolique.

La pseudo-sphére (modéle de Minkowski)
La pseudo-sphere est la surface

S={(z,y,2) eR® J2* +¢y*—2*=—-1, z > 0},
munie de la métrique induite par la forme quadratique

de? + dy? — dz* .

Les géodésiques sont les traces des deux-plans passant par ’origine.

Le groupe d’isométries est le sous-groupe de GI(3,R) formé des matrices
M = (m;;) telles que

M"QM =M , et mg3 >0,

10 0
onQ=1[0 1 0
00 —1

En effet préserver la pseudo-sphere, c’est envoyer le vecteur (0,0,1) sur un
vecteur dont la troisieme composante est positive.
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Demi-plan de Poincaré

Le demi-plan de Poincaré est la partie
H:={z=2+iyeC/y>0} de C,

munie de la métrique g, donnée par la forme quadratique

2 _ dz? + dy?

ds e

Toute courbe C!' par morceaux v : t € [, 8] — (z(¢),y(t)) € H? a pour

longueur
[T,
o y(t)

La distance de deux points P,Q € H? est la borne inférieure des longueurs
des courbes joingnant P et ().

Géodésiques de H?

1. Les droites (les segments verticaux) sont des géodésiques de H?.
Considérons deux points distinctes A = a + iy et B = a + iy; de H? et
le chemin v : [y, y1] — H? tel que (t) = (a,t) (on suppose par exemple

Yo < y1). Alors
At d
L(’y):/ds:/ —yzln\ﬁ .
¥ Yo Yy Yo

Sic: [a, ] — H? telle que c(t) = (z(t),y(t)), est une autre courbe joignant
Aet B, on a

L(c) = /ﬁ : xl(tij(;; v > ’ YOl gy > in| 2.

y(t) T

On en déduit que
d(A,B) =1n |2 .
Yo

En conclusion les droites verticales ¢t € R — (g, yo €') dont des géodésiques

de HZ2.
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Pour trouver d’autres géodésiques de H?, on va s’interesser & certaines isométries
de HZ.

Il est immédiat de voir que les transformations z — 2z 4+ h; 2 — —Z;
z— Az, A € R7, conservent les longueurs des courbes et sont donc des
isométries de HZ.

- L’inversion z —— % est une isométrie de H?2.
En effet si (X,Y) = (2 Y ), on a

x2+y27 $2+y2

AX = ot — SR ot dY = il - M
On a donc bien
Y? - Y2 .

- Plus généralement toute inversion de module positif et de pole situé sur
I'axe réel est une isométrie de H2.

En effet soit z — 12 x ﬁ + a l'inversion de centre a € R, et de rayon r. Si
on l'identifie a (z,y) — (u(z,y),v(z,y)), on a

r—a
u(z,y) = a+r2m et v(z,y) =1

(z—a)+y>

Un calcul direct permet de montrer que

du® + dv*  da® 4 dy?
2 - yQ )

I en résulte que les intersections avec H? des cercles centrés sur l'axe réel
(c’est-a - dire les droites hyperboliques) sont des géodésiques de H?, et que
par deux de H? il passe une unique géodésique.

En effet soient deux points P et @ de H?2. Ils sont reliés par une unique droite
hyperbolique. Supposons qu’il y ait une autre géodésique de P a ). On peut
envoyer la droite (PQ)) sur une droite verticale (inversion dans un cercle tan-
gent, de rayon double), et on a alors une géodésique entre les points images
P’ et Q' qui n’est pas la droite verticale ; ce qui n’est pas possible.

On peut donc énoncer :
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Théoreme
Les géodésiques de H? sont les droites hyperboliques.

Dans la suite nous appelerons reflexions du démi-plan de Poincaré les inver-
sions de module positif et de pole situé sur 'axe réel, ainsi que les symétries
euclidiennes par rapport aux droites orthogonales a ’axe réel, restreintes a
H2.

Ces transformations ont les propriétés suivantes :

- Ce sont des isométries de H?, dont I'ensemble des points fixes est une
géodésique.

- Quels que soient P et @ distincts dans H?, il existe une unique réflexions
les échangeant.

Dans ces conditions :

- L’ensemble des points équidistants de deux points distincts P et Q de H?
est une géodésique : c’est I’ensemble des points fixes de I'unique réflexion qui
échange P et Q).

- Si une isométrie a trois point fixes non alignés, c’est 'identité.

- Toute isométrie H? est produit de une, deux ou trois réflexions.

Isométries de H?

Les isométries de H? sont des difféomorphismes. On dira qu’'une isométrie est
directe si son jacobien est positif, inverse si son jacobien est négatif. Comme
dans le cas euclidien et sphérique, une isométrie qui a deux points fixes dis-
tincts est 'identité, et par conséquent, une isométrie directe est produit de
deux réflexions.

Proposition
Les isométries directes de H? sont les homographies

az+b
T:2—T(2)=——, a,b,c,d € Ravecad —bc > 0.
cz+d
Preuve
La relation Zjis =24 C?i;jg) montre que :
a) la partie imaginaire de T'(2) est égale au produit du complexe % par

la partie imaginaire de z.
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Il en résulte que T(H?) C H? et comme T~' est du méme type que T,
T(H2) = H2,
b) T est composée d’isométries.

ad—bc
(cz+d)?

D’autre part, 7" est holomorphe et 7"(z) = est partout non nul ; donc
son jacobien est positif.
Réciproquement, un calcul direct montre que le produit de deux réflexions

est bien de cette forme.

Remarque
Quitte a multiplier a, b, ¢, d par un méme réel convenable, on peu se ramener
au cas ou ad — bc = 1.

En ce qui concerne les isométries inverses, on a :
Proposition
Les isométries inverses de H? sont les homographies de la forme

T:z2+—T(z)= a,zi—z’ a,b,c,d € R avec ad — bc = —1 .
cz

Preuve : exercice.

Points a l’infini ; classification des isométries

On appelle point & U'infini du démi-plan de Poincaré les points de R U {co}.

Une géodésique de H?, prolongée aux points infinis, admet deux points &
I'infini, et inversement deux points distincts de R U {oco} sont les points a
I'infini d'une géodésique.

On a la classification suivante des isométries :

Proposition

Soit T : z +—— T'(z) = %j:s , a,b,c,d € R avec ad — be = 1. Alors

- Ou bien T admet deux points fixes a U'infini (cas ou |a +d| > 2), et
T est conjuguée a une homothétie z — Az, A € R,.

T est alors dite hyperbolique.
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La géodésique définie par les points fixes est globalement invariante, et la
restriction de T" & cette géodésique (qui est un espace métrique isométrique
a R) est une translation L’espace hyperbolique de dimension nde longueur
|In Al

- Ou bien 7" admet un point fixe a l'infini (cas ou |a + d| = 2), et T est
conjuguée a une translation z — z+h, h € R.
On dit dans ce cas que T est parabolique.

- Ou bien T admet un point fixe dans H? (cas ou |a +d| < 2).
On dit alors que T est elliptique.

Preuve : exercice.

Le disque de Poincaré

L’homographie h : z — h(z) = i—;z définit un homéomorphisme du démi-
plan de Poincaré H? sur le disque unité D* = {z € C / |z| < 1}.
Les points a l'infini de H? sont envoyés sur le cercle unité.

On transporte a D? la métrique de H? en posant

distpe(p, q) = distgz(h™"(p), h(q))

Si (h™1(x,y) = (X,Y)), on obtient en remplacant X et Y en fonction de x
. 2 2 o ,
et y dans 'expression g = %, que la métrique sur D? est donnée par
dx? + dy? dx? + dy?

ds* =4 =4 X = .
S e X avec (x,y)

On appelle disque de Poincaré le disque D? muni de la métrique ci-dessus
définie.

Les géodésiques de D? sont les images par ’homographie h de celles de H? :
ce sont les arcs de cercles rencontrant le cercle unité orthogonalement, ainsi

que les diametres du cercle unité.

Les points a 'infini du disque de Poincaré sont les points du cercle unité.
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On a la méme classification des isométries directes en elliptiques, hyper-
boliques et paraboliques.

Les restrictions & D? des rotations euclidiennes de centre O sont des isométries
de D?. Réciproquement, toute isométrie de D? fixant O est une rotation.
Par conséquent :

Toute isométrie elliptique du disque de Poincaré est conjuguée a une isométrie
de la forme z — €@ 2.

Aussi bien dans le cas du démi-plan ou du disque de Poincaré, la distance a
I’expression explicite suivante :

Proposition
Soient p et ¢ deux points distincts de D? ou de H?, et soient o et 3 les points
a l'infini de la géodésique passant par p et q. Alors

d(p,q) = In|[a, b, a, B]|

Preuve : on se ramene au cas de deux points de H? situés sur une géodésique
qui est une démi-droite verticale, et on utilise I'invariance du birraport par
homographie.

Exemple
Si p est un point du disque situé a la distance euclidienne r de I'origine O,

147
1—1r

d(0,p) =In

Circonférence d’un cercle ; aire d’un disque

Soit C un cercle hyperbolique de rayon R, centré par exemple en ¢. Dans le
modele de Poincaré, c’est un cercle euclidien de rayon r et de centre O, avec

R _ sy . .
=g +}. On a une paramétrisation de C dans D? :

x=rcosf ; y=rsinf. Par suite ds = 1322 do.

La circonférence de C est alors donnée par :

2w
L:/ 246 = dm—"— — orsinh(R) .
0

1—17r2 1—17r2
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L’aire A du disque délimité par C est donnée par

f R
A= / 27 sinh(z)dz = 47 sinh(g) :
0

L’espace hyperbolique de dimension n

Le triangle hyperbolique

Formule fondamentale de la trigonométrie hyperbolique :
Soit (A, B,C) un triangle un triangle hyperbolique avec un angle 6 en a.
Notons a, b, ¢ les longueurs des AB, BC' et AC' resp. Alors :

cosh a = cosh bcosh ¢ — sinh bsinh ccos 0 .

Preuve
On se place dans le modele de 1'hyperboloide. Soient U et V' les vecteurs
unitaires en A, danla direction de B et C resp. Alors

B = cosh(c)A+sinh(c)U , C' = cosh(b)A+sinh(b)V et cos@ =< U, V > .

Le résultat provient du fait que : cosh(a) = < B, C >.
On appelle triangle idéal, un triangle dont tous les sommets sont a I'infini (R
dans le demi-plan supérieur).

Lemme 1
Tous les triangles idéaux sont congruents et ont pour aire 7.

Preuve

Tout triangle idéal peut étre transformé par isométrie en un triangle de som-
mets (—1,0); (1,0) et oo.

Si les trois sommets d’un triangle idéal sont sur R, on le transforme, par
une inversion dans un cercle de centre I'un de ces sommets, en un triangle
idéal ayant pour oo sommet. Par une translation horizontale suivie d'une ho-
mothétie de centre (0,0) on le transforme en un triangle ayant pour sommets
(—=1,0); (1,0) et co. Tous les triangles idéaux sont donc congruents.
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Le domaine D délimité par ce triangle est
D={(z,y) eR?*/ —1<2x<1;V1-—2a2<y}

La différentielle d’aire est donnée dans H? par
1
da = — dxdy
Y

L’aire du triangle est alors

a= [ Lo f [ o= [
= a —dxdy = S
D 1 iz YR 1 V11— 22

En posant x = sinf, on obtient

™

A:/Zde):w.

2

On appelle triangle a deux tiers idéal, un triangle pour lequel au moins deux
sommets sont a I'infini. Le sommet ne se trouvant pas a 'infini est alors ap-
pelé sommet réel.

Lemme 2
Deux triangles a deux tiers idéaux sont congruents si et seulement si ils ont
méme angle intérieur en leur sommet réel.

Preuve : exercice.

Lemme 3
Considérons un triangle a deux tiers idéal ayant pour angle 7 —6 (0 € [0, 7]).
Soit A 'application qui & un tel triangle associe son aire A(#). Alors

AB) =0

Preuve : exercice.

Formule de Gauss-Bonnet :
Soit (A, B, (') un triangle hyperbolique dont les angles aux sommets sont «,
B, . Alors son aire est

T—(a+B+7).
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Preuve :

On consideére un (vrai) triangle (A, B, C') dans le modele de Poincaré. On se
donne trois points a l'infini A", B’, C' en prologeant les cotés sur le cercle
unité (voir figure). Alors

A(ABC) = A(A'B'C')— A(A'AC") — A(C'CB' — A(B'BA)
= 7—Ala) = A(B) — A(7)
= 1—(a+0B+7).

Corollaire
L’aire d'un polygone a n cotés est égale a :

(n—2)m — Z angles .
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3. L’espace hyperbolique de dimension n

L’espace hyperbolique de dimension n est le sous-espace
H" = {(zg, - ,2,) ER"™ | —22 422+ 42, =-1, 19> 0} de R""}
muni de la métrique g induite par la forme quadratique

—dxp +da? + -+ dx, .
La condition zy > 0 assure que H" est connexe.

Si p € H", l'espace tangent 7,H" peut étre identifié au sous-espace vec-
toriel g-orthogonal a p.

Nous donnons en utilisant des difféomorphismes appropriés d’autres présentations
de I'espace hyperbolique.

Soit f la pseudo-inversion de pole s = (—1,0,--- ,0) définie par

(z = s)

o) = s am
Cette pseudo-inversion f est un difféomorphisme de H" sur le disque unité
{z=(x1,-,25) €R" / |lzf| <1}, ot ||| = 2F + - + 7.

La métrique ¢; induite (de g) par ce difféomorphisme sur le disque unité, est
donnée par

—1\x* . d{L‘?
i=1
De méme l'inversion de R" de pole t = (—1,0,---,0) donnée par
2(x —t)
o) =t + )
|z — ¢]]?

définit un difféomorphisme du disque unité sur le démi-espace

{(z1,-+ ,zn) € R" /21 > 0}.

La métrique go induite (de g;) par ce difféomorphisme sur le démi-espace, est
donnée par

1y —~ da}
92:(¢1>g122x2'
i=1 71

Caractérisation géométrique : I'espace hyperbolique a une courbure sec-
tionnelle constante et égale a -1.
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