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Abstract

Dans cette note, nous donnons une introduction générale sur les variétés d’Osserman et
conformément d’Osserman.

1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Soit R le tenseur de courbure de (M, g).
L’opérateur de Jacobi Rx est I'endomorphisme symétrique de l'espace tangent T,M défini par
Rx(Y) = R(Y, X)X, dont les valeurs propres permettent de comprendre la géométrie de (M, g).
Il existe cependant une classe tres restreinte de variétés, appelées variétés d’Osserman, pour
lesquelles les valeurs de l'opérateur de Jacobi sont constantes.

Les exemples de variétés d’Osserman connues sont les espaces symétriques de rang 1 et les
espaces plats. L’étude des variétés d’Osserman a commencé au début des années 90 avec Peter
Gilkey qui cherchait a résoudre la conjecture suivante di a Robert Osserman:

Congecture [18]: Si les valeurs propres de 'opérateur de Jacobi Rx sont indépendantes du
choiz de X € S,M et du choix p € M, alors soit M est un espace localement symétrique de rang
1 soit M est plat.

Cette conjecture est le point de départ de cette théorie. Plusieurs chercheurs ont travaillé sur
le sujet. Pour en avoir un apercu sur la résolution de la conjecture, on consultera les remarquables
travaux de Yuri Nikolayevski [14, 15, 16, 17]. Mais le développement de la théorie a aussi conduit
a d’autres notions comme celle de variétés conformément d’Osserman.

L’objectif de ce présent exposé, outre de donner une introduction sur les variétés d’Osserman
et conformément d’Osserman, mais de donner quelques resultats autour de cette théorie.
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2 Prélimaires

Dans cette section, nous introduisons les notions de bases utilisées dans la suite du travail. Nous
introduisons l'opérateur linéaire qui est au centre de ce travail: 'opérateur de Jacobi en men-
tionnant quelques unes de ses propriétés. L’objectif est détudier les valeurs propres de 'opérateur
de Jacobi et la question est de savoir dans quelle mesure elles déterminent la géométrie de (M, g) ?

On considere une variété riemannienne (M, g) de dimension m. Soit V la connexion de Levi-
Civita de la métrique g; elle est caractérisée par les identités:

VxY = VyX — [X,Y] =0 (1)

et

Xg(Y,2)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (2)

pour tous champs de vecteurs X, Y et Z. L’identité 1 dit que V est sans torsion et 'indentité
2 dit que V est compatible avec la métrique. L’opérateur de courbure associé et le tenseur de
courbure sont donnés par:

R(X, Y) = VXVY — VYVX — V[Xy} (3)

et

R(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) (4)

Cet opérateur est tensoriel, i.e, si f est une fonction sur M, alors

FRX,Y,Z,T)=R(fX.Y,2,T) = R(X, fY, 2,T) = R(X,Y, fZ,T) = R(X,Y, Z, fT).

Proposition 2.1. Le tenseur de courbure de Riemann vérifie les propriétés suivantes:

R(X7Y727T>:_R<Y7X727T):_R(XaKT7Z); (5)
R(X,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y); (6)
R(X,Y,Z,T)+ R(Y.Z,X,T) + R(Z,X,Y,T) = 0 (7)

Cette proposition est un résultat classique que nous n’allons pas démontrer ici.
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2.1 Tenseur de courbure algébrique

Soit V' un espace vectoriel de dimesnion m munit d'une forme bilinéaire symétrique. Dans cette
sous-section, nous allons établir quelques propriétés des tenseurs de courbure algébrique.

Définition 2.1. Un tenseur A € @*V* est dit tenseur de courbure algébrique si A satisfait les
mémes symétries que le tenseur de courbure d’une variété riemannienne (M, g).

Utilisant la théorie des coordonnées normales, Peter Gilkey [12] montra que tout tenseur de
courbure algébrique est réalisable géométriquement. Plus présisement, il montra que pour tout
tenseur de courbure algébrique A sur V; il existe en tout point p € M d’une variété riemanninne
de dimension m une isométrie ¢ : TpM — V telle que ¢*A = Rp -i.e., pour tous vecteurs
tangents X,Y, Z et T' € Tp M, nous avons:

A(p*X,0"Y, 0" Z,¢0"T) = R(X,Y, Z,T)

pour tous vecteurs tangent X,Y, Z, T € TpM, et ou R est le tenseur de courbure de (M, g). Plus
précisement:

Théoreme 2.1. (Peter Gilkey) [12] Soit A un tenseur de courbure algébrique sur V. Alors A est
réalisable géométriquement.

*

Exemple 2.1. Soit ® une application auto-adjointe i.e., (P* = ®) sur V, alors on montre que:

est un tenseur de courbure algébrique sur V.

Exemple 2.2. Soit U une application anti-adjointe i.e., V* = —Psi sur V', de méme on montre
que:

est un tenseur de courbure algébrique V.

Notons par C(V') 'espace des tenseurs de courbure algébrique sur V. De méme

S(V) = Vect{Ag|®* = ®} C C(V)
A(V) = Veet{ Ag|¥* = —®} C C(V)

désignerons respectivement ’espace des tenseurs de courbure algébrique auto-adjoint 2.1 et anti-
adjoint 2.2. B. Fiedler [12] utilisa la théorie des réprésentations pour prouver le resultat suivant:

Théoreme 2.2. (B. Fiedler) [12] L’espace des tenseurs de courbure algébrique est un espace
vectoriel. Il est engendré par les tenseurs de courbure algébriques S(V') et A(V).
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Corollaire 2.1. Soit C(V') l'espace des tenseurs de courbure algébrique sur R™. Alors:

dimC(V) = %mz(mZ ) (10)

Pour m = 4, I'espace des tenseurs de courbure algébrique a 20 composantes. Il est donc na-
turel d’associer au tenseur de courbure algébrique A un opérateur linéaire et d’étudier les valeurs
propres de cet opérateur pour comprendre la géométrie de A.

2.2 Opérateur de Jacobi

Soit R le tenseur de courbure d'une variété riemannienne M de dimension m. Nous allons lui
associer un opérateur linéaire et étudier les conséquences géométriques si les valeurs propres de
cet opérateur sont constantes.
Soit X € T,M et soit Rx : T,M — T,M 1'application linéaire définie par:
RxY = R(Y, X)X

Par les identifes de la courbure, on montre que RxX = 0 et g(R(Y, X)X, X) = 0, ainsi nous
avons alors:

R(LX)X : X+ — X+
oll X+ est I'espace orthogonal & 1’espace engendré par X.

Définition 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit X € S(M,g) ou S(M,g) est la
sphére en fibré unité. La restriction de Rx : X+ — X* de lapplication R(., X)X & X+ est
appelée opérateur de Jacobi

RxY =R(Y, X)X (11)
pour tout Y € X+

Proposition 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit X € S(M,gq). L'opérateur de
Jacobi est une application auto-adjointe.

Preuve Pour tout Y, Z € X+ on a:
R(Y, X, X, Z)
R(Z, X, X,Y)
= g(R(Z, X)X,Y)

d'ou g(RxY,Z)=g(Y,RxZ). O
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Remarque 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, X € S,M et Rx lopérateur de Jacobi
associé. Alors nous notons que:

n—1
TraceRxy = Z g(R(eu X)X7 €;)
i=1

n—1

= ZR(ei,X,X,ei)
i=1
= Ric(X,X)

ot {e1,...,en_1} est une base orthonormale de X+. De méme pour tout vecteur non nul Y € X+,
considérons le plan P = vect{Y, X} dans T,M, ou X € T,M, alors la courbure sectionnelle notée
k(P) de P est donnée par:

g(R(Y, X)X,Y)
g(X, X)g(Y, Y) - 9<X’ Y)2
g(RxY,Y)
9(Y,Y)g(X, X)

k(P)

Les valeurs propres de Rx répresentent les valeurs extrémales des courbures sectionnelles de tous
les plans contenant Y .

Remarque 2.2. Le spectre de (M, g) est 'ensemble noté Spect{ Rx} des réels tels qu’il existe
Y € T,M, vérifiant RxY = \Y. Le sous-espace de T,M constitué des vecteurs propres associés a
A € Spect{Rx} est appelé espace propre relatif a \. C’est un espace vectoriel dont la dimension
est la multiplicité de \. Notons que la multiplicité de O est 1.

3 Variétés d’Osserman

Définition 3.1. Un tenseur de courbure R d’une variété riemannienne (M, g) est dit tenseur
d’Osserman si les valeurs propres de l'opérateur de Jacobi (associé) sont constantes sur la sphére
en fibré unité S(M, g).

Définition 3.2. Une variété riemannienne (M, g) est dite d’Osserman en un point p € M, si son
tenseur de courbure R est d’Osserman en ce point p € M.

Une variété riemannienne (M, g) est dite d’Osserman point par point, si son tenseur de cour-
bure R est d’Osserman en chacun de ses points.

Définition 3.3. Une variété riemannienne (M, g) est dite globalement d’Osserman si les valeurs
propres de l'opérateur de Jacobi Rx sont constantes pour tout vecteur unitaire X sur (M, g).

Proposition 3.1. Toute variété riemannienne globalement d’Osserman est point par point d’Osserman.
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Mais I'inverse n’est pas vraie voir ( [13], ot des exemples de variétés point par point d’Osserman
de dimension 4 qui ne sont pas globalement d’Osserman sont données).

La rélation entre les variétés point par point d’Osserman et globalement d’Osserman est donnée
par le théoreme suivant:.

Théoreme 3.1. [13] Soit (M, g) une variété riemannienne point par point d’Osserman conneze
telle que:

1. lopérateur de Jacobi a seulement une valeur propre et dimM > 3, ou

2. lopérateur de Jacobi a exactement deux valeurs propres distinctes, qui sont réelles avec leur
multiplicités en tout p € M et dim > 4.

Alors (M, g) est globalement d’Osserman .

Les exemples de variétés d’Osserman connues sont les espaces homogenes doublement transi-
tives: 'espace euclidien R™, la sphere canonique S", 1’espace hyperbolique H™, I’espace projectif
réel RP", I’espace projectif complexe CP™ et son dual hyperbolique CH" I’espace projectif quater-
nionien HP" et son dual hyperbolique HH", le plan de Cayley CaP? et son dual hyperbolique
CaH?.

Proposition 3.2. Le tenseur de courbure d’un espace homogene doublement transitive est donné
par:

R(X,Y)Z = [Z,]X,Y] (12)
Corollaire 3.1. Tout espace homogene doublement transitive est une variété d’Osserman.

e Osserman [18] conjectura que 'inverse est vraie; i.e., si les valeurs propres de Ry sont
contantes, alors (M, g) est un espace plat, ot un espace symétrique de rang 1;

e D’importants travaux ont été réalisés pour résoudre cette conjecture, avec en particlier
I'introduction des structures de Clifford. la conjecture est démontrer pour les variétés de
dimension # 16 ; voir [11, 13, 14, 15, 16, 17] pour de détails.

4 Variétés conformément d’Osserman

Nous étudions dans cette setion I'analogue conforme de la conjecture d’Osserman; i.e les valeurs
propres de 'opérateur de Jacobi conforme associé a un tenseur de courbure conforme de Weyl sur
le fibré tangent unité.
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4.1 Tenseur de courbure de Weyl

Soit {e;} une base orthonormale locale sur le fibré tangent. Le tenseur de Ricci pg et la courbure
scalaire associée Tr sont définis par

pr(X,Y) =) R(X,e¢;,Y) et tri=> prleie;) (13)
ij ij
Le tenseur de courbure de Riemann R se décompose en trois composantes irréductibles sous
I’action du groupe orthogonal:.

R=U+Z+W (14)

ol
U est la partie de R a courbure sectionnelle constante

TR

U= 2m(m — 1)

99 (15)
Z est la partie sans trace du tenseur de Ricci de R; elle mesure la déviation de la métrique a étre
une métrique d’Einstein

1 TR

Z = p— 2(7“ — EQ)Q (16)

W apparait comme le reste apes deux divisions successives de R par g. On 'appelle tenseur de
weyl de R. De fa'l'g)%on explicite, il est défini par

TR 1
XY ZT)=R(X,Y 2T XY 2T —L(X,Y, Z,T 1
W( s Ly &y ) R( s Ly 4y )+<m_1)(m_2)R0( s 4Ly &y )+m_2 ( y 4y &y ) (7)

avec

L(X,Y)Z := g(prY, Z)X — g(prX, 2)Y + g(Y, Z)prX — 9(X, Z)prY
Ry(X,Y)Z :=g(Y,2)X — g(X, Z)Y (18)

On montre facilement que le tenseur de courbure de Weyl est un tenseur de courbure algébrique,
i.e., il vérifie les symétries du tenseur de courbure de Riemann.

4.2 Opérateur de Jacobi conforme

L’ operateur de Jacobi conforme Wx est 'endomorphisme symétrique défini sur le fibré tangent
par

WxY =W(Y, X)X (19)
On étudie les valeurs propres de Wy restreint a la sphere en fibré unité S(M, g).

Proposition 4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit X € S(M,g). L’opérateur de
Jacobi conforme Wy : X+ — X est une application auto-adjointe i.e, gWxY,T) = g(Y, WxT).
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Remarque 4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, X € S,M et Wx lopérateur de Jacobi
conforme associé. Alors on montre que:

TT{Wx} =0
ot {ey,...,e,_1} est une base orthonormale de X=.

Deux métriques ¢g; and g sont dites conformément équivalente s’il existe une fonction scalaire
positive v € C*°(M) telle que g3 = ago. Notons par [g] la classe conforme de la métrique g.

Proposition 4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit X € S(M,g). L’opérateur de
Jacobi conforme est un invariant conforme, i.e.,

Wi(g)x = Wi(g2)x

4.3 Variétés conformément d’Osserman

Définition 4.1. On dit que W est conformément d’Osserman si les valeurs propres de l'opérateur
de Jacobi conforme W sont constantes sur la sphére en fibré unié¢ S(, g)M.

On dit que (M, g) est conformément d’Osserman si les valeurs propres de 'opérateur de Jacobi
conforme Wx sont contantes sur la sphére en fibré unité S(M, g).

Les exemples de variétés conformément d’Osserman standart connues sont les formes d’espaces
conformes W = M\ R° et les formes d’espaces conformément complexes W = \oR® + \; R®. Voir
[6]pour plus de détails.

Proposition 4.3. Toute variété d’Osserman et d’Einstein est conformément d’Osserman.

Preuve 4.1. A partir des égalités (7) et (9) on a:

oW, X)X T) = g(RY, X)X, T) + o lg?m— 379 (Ro(Y, X)X, T)
g [PRX X)) = palY. X)g(X.T) + (X, X)pn(¥.T)
— gV, X)pr(X,T)] (20)
c’est a dire
oW, X)X T) = g(RY, X)X,T) + il (X, X)g(V,T) — (Y, X)g(X, V)|

+ ﬁ [PR(Xa X)g(Y,T) — pr(Y, X)g(X,T) + g(X, X)pr(Y,T)

— g(Y.X)pr(X.T)]
(21)
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puisque (M, g) est d’Finstein, on a :pr(X,Y) = Ag(X,Y); alors

oWV, X)XT) = g(R(Y.X)X.T) + i (X, X)g(Y. ) - (Y X)g(X. )]
G M X)) = MY X)g(X.T) 4 dg(X, X)g(¥.T)
— 2g(Y. X)g(x.T)|
= 9RO, X)XT) 4 gy (X X)g (V. T) = g, X)g(X, )|
+ o [2AX X)g(YT) — 249V X)g(X.T)]

— (RY,X)X,T) + { TR 2\

(m—Dm—2)  (m-2) f{ax. 0)9(v.1)

— gV, X)g(X.T)}
(22)
on obtient
gWY, X)X.T) = g(R(Y, X)X, T) + o{g(X, X)g(Y.T) — g(Y, X)g(X, T)}  (23)
L’opérateur de Jacobi conforme correspondant est donni’g%:
WxY =0 si X=Y e WxY=RxY+ag(X,X)Y si XL1Y. (24)

Théoréme 4.1. Soient g et go deur métriques conformément équivalentes. Alors (M, g) est
conformément d’Osserman ssi (M, g2) est conformément d’Osserman.
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